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RESUMO - Objetivou-se com o presente trabalho estudar 
a curva de crescimento de novilhas holandesas utilizando-
se modelos Brody, Gompertz e Logístico, ajustados aos 
dados referentes a peso-idade de 65 fêmeas holandesas, 
filhas de 20 touros. A estimação dos parâmetros foi feita 
pelo método dos quadrados mínimos generalizados, 
usando-se modelos de regressão não-linear com erros 

autocorrelacionados. A comparação entre os modelos foi 
feita pelos avaliadores da qualidade de ajustamento e pela 
interpretação biológica dos parâmetros. Todos os modelos 
ajustaram-se bem aos dados e o modelo de Gompertz foi o 
mais indicado para descrever o crescimento das 
novilhas. 

TERMOS PARA INDEXAÇÃO: Curvas de crescimento, regressão assintótica, autocorrelação de erros,  gado Holandês. 

 
NON LINEAR MODELS FITTING TO GROWTH DATA IN FEMALES  

OF THE HOLSTEIN HEIFERS 
 

ABSTRACT – Brody, Gompertz and Logistic models 
applied to growth data in Holstein heifers were evaluated. 
The age-weight data for this study were came from 65 
Holstein heifers daughters of 20 bulls. The parameters 
were estimated by the generalized least squares method 

using nonlinear regression models with autocorrelated 
errors. Models were compared by using some indicators of 
goodness of fit and biological interpretation of parameters. 
All of the models adjusted very well to the data. The 
Gompertz model was indicated to describe these data. 

INDEX TERMS: Growth curves, asymptotic regression, autocorrelated errors, Holstein cattle. 

 
INTRODUÇÃO 

A quantidade de leite produzida no Brasil não 
atende à demanda da população em relação à 
necessidade mínima exigida para uma base alimentar 
satisfatória, já que a produtividade do rebanho leiteiro 
brasileiro é baixa. Essa situação pode ser explicada, em 
parte, pelo baixo nível de conhecimentos, tecnologia e 
investimentos usados na atividade, ocorrendo, assim, 
um ciclo em que a maior parte dos criadores possui 
rebanho de baixo potencial para produção de leite que, 
aliado ao alto custo das rações, gera animais de baixas 
produções, cujas crias, a maioria sem controle, tendem 
a reduzir ainda mais esse número em cada geração.  

O aumento da produtividade dos rebanhos pode 
ser obtido pelo melhoramento genético e  pelas 
condições ambientais. As mudanças causadas pelas 
alterações  

do meio, como nutrição, manejo, reprodução e clima, 
são de natureza temporária, isto é , causam 
interferência enquanto perdurarem as causas que as 
determinam. Por outro lado, as mudanças genéticas são 
permanentes e acumulativas, e são obtidas por meio de 
seleções que causam expressivo crescimento de 
produção se forem realizadas com êxito e boa precisão. 

O conhecimento das estimativas dos parâmetros 
da curva de crescimento é importante no monitoramento 
de um rebanho, pois eles expressam grande quantidade de  
informações inerentes ao animal durante toda sua vida. 
Portanto, a associação dessas estimativas às características 
produtivas gera dados que permitem o conhecimento das 
exigências do animal (Webster, Ahamed e Frappell, 1982) 
, e quando associados às características reprodutivas, 
possibilitam o controle de programas de seleção 
(Brown, Brown e Butts, 1972; Fitzhugh Jr., 1976). 

 
1. Acadêmica do 10o período de Zootecnia da UNIVERSIDADE FEDERAL DE LAVRAS (UFLA), Lavras, MG, 

bolsista do PIBIC/CNPQ, Caixa Postal 37 – 37.200-000 – Lavras - MG. 



 

2. Professor Titular de Técnica Experimental com Animais/ UFLA, e-mail: lhaquino@ufla.br. 
3. Professor Titular de Técnica Experimental com Animais/ UFLA, e-mail: joamuniz@ufla.br. 

 As curvas de crescimento relacionam o peso de 
um animal com sua idade, sintetizando informações de 
todo período de vida dos animais em um pequeno 
conjunto de parâmetros interpretáveis biologicamente 
(Laird e Howard, 1967). Além disso, são importantes 
no estabelecimento de programas de melhoramento 
para obtenção de animais com maior produção, 
menores custos e menor tempo para atingir 
determinado peso. 

De modo geral, a  idade à primeira cria de 
novilhas em regiões tropicais tende a ser tardia. Lobo, 
Duarte e Wilcox (1980) afirmam que o primeiro parto 
tardio se deve ao fato de o criador não escolher 
corretamente a idade ou o peso mínimo para acasalar os 
animais. A idade ao primeiro parto dá uma idéia de 
precocidade sexual das fêmeas do rebanho, em especial 
nas raças de aptidão leiteira. Essa característica tem 
grande importância econômica, já que influi 
diretamente na produção de leite e na eficiência 
reprodutiva, que será aumentada quanto mais cedo 
ocorrer a primeira parição, (Gasparino , 1996). 

 As restrições encontradas na literatura, em 
relação ao número de informações mínimas necessárias 
para se obter resultados confiáveis, são bastante 
variadas, prevalecendo o bom senso dos autores para a 
melhoria e consistência dos dados (Souza e Bianchini 
Sobrinho, 1994; Ludwig, Silva e Oliveira, 1981). Nobre 
et al. (1987) compararam os intervalos entre as 
pesagens de animais Nelore em relação ao ajuste das 
funções de crescimento e observaram não haver 
diferenças significativas no ajuste quando utilizadas 
pesagens mensais, bimestrais e trimestrais. Segundo 
Tedeschi (1996), o período de maior necessidade de 
pesagens está ao redor do ponto de inflexão, o que 
ocorre geralmente aos 150 a 200 kg de peso vivo. 
Quaas (1983) estudou o crescimento de 906 vacas 
Hereford por 5 anos e concluiu que pesagens semestrais 
apresentavam uma variação significativa para a taxa de 
maturidade, se comparadas com pesagens mensais. 

 Perotto, Cue e Lee (1992) discutem a 
estimação do parâmetro peso adulto em estudo de 
crescimento de fêmeas Holandesas e seus cruzamentos 
e concluem que a função Logística subestima o 
parâmetro, a função Brody superestima, enquanto as 
funções Gompertz e Richards apresentam estimativas 
mais realistas. Os autores encontraram estimativas de 
peso adulto entre 586,5 e 613,2 kg e de taxa de 
maturidade entre 0,0022 e 0,0024. 

 Perotto et al. (1997) avaliaram as curvas de 
crescimento de fêmeas Guzerá, Gir, e mestiças 
Holandês x Guzerá e holandês x Gir com idades até 
3900 dias. Os autores estudaram o modelo de Richards 
que ajustou muito bem aos dados. No caso dos mestiços 
Holandês x Guzerá e Holandês x Gir, a estimativa do 
peso assintótico foi respectivamente de 531 e 492 kg, 
enquanto a estimativa de taxa de maturidade foi de 
0,0015 e 0,0020. 

Este trabalho estudou a curva de crescimento de 
fêmeas da raça Holandesa por meio do ajuste dos 
modelos Brody, Gompertz e Logístico a dados 
ponderais, com o objetivo de  obter aquele que melhor 
descreve o crescimento e desenvolvimento desses 
animais e associar os parâmetros dos modelos a 
características produtivas e reprodutivas  das fêmeas 
dessa raça. 

 
MATERIAL E MÉTODOS 

   Os dados utilizados neste estudo foram obtidos 
de pesagens mensais do nascimento aos 24 meses de 
idade, de 82 fêmeas da raça Holandesa, nascidas e 
criadas no decorrer do período de 1993 a 1996 na 
Fazenda Cova da Onça, localizada na cidade de 
Petrópolis-RJ, com um total de 1.168 observações. 
Foram eliminados os animais que possuíam um número 
de pesagens  igual ou inferior a dez, permanecendo, 
assim,  somente observações mais confiáveis, 
compondo um novo arquivo de dados com 65 fêmeas e 
um total de 830 observações.  

Para construção das curvas de crescimento, 
utilizando-se as médias das idades  e dos pesos dos 
animais, tirando-se a média das idades das 65 fêmeas 
na data de cada uma das pesagens (formando assim um 
banco de dados com 17 idades, com um peso médio 
para cada uma delas), foram utilizados os modelos não-
lineares  Gompertz (Fitzhugh Jr., 1976), Logístico 
(Ware et al., 1980) e Brody (1945), os quais são 
expressos, respectivamente, pelas funções: G = Yt=a 
exp[-bgexp(-cgt)], ag>0 e cg>0;  L=Yt=L∞/[1+exp(-bl-
clt)], L∞>0 e cl>0,  B=Yt=ab[1-bbexp(-cbt)], ab>0 e cb>0, 
como se pode ver em Pereira e Arruda (1987) e 
Hoffmann e Vieira (1987). A função Gompertz (G) é 
assimétrica, com ponto de inflexão nas coordenadas  
(t=-bg/cg e  G=exp(-1)A); a função Logística (L) tende 
assintoticamente para L∞, com ponto de inflexão nas 
coordenadas  (t=ln(-b/c) e L=L∞/2) e a função de Brody 
(B) tende assintoticamente ao valor ab . O modelo 



 

Ciênc. agrotec., Lavras, v.25, n.2, p.235-241, mar./abr., 2001 

237

Brody não tem ponto de inflexão, portanto ele não 
proporciona definição de aceleração crescente e 
decrescente do crescimento sigmóide (DeNise e Brinks, 
1985). Nesses modelos, Yt é o peso do animal na idade 
t, em que t é o  tempo, expresso em dias, e os 
parâmetros a, b e c, representam a forma das curvas.  

 Os modelos foram submetidos a operações 
algébricas simples e transformados na função de 
Spillman (S=αα+ββρρx, αα>0, ββ>0, 0<ρρ<1). Após essa 
identificação, aplicou-se o método de Stevens (1951), 
que tem por objetivo a linearização das funções com 
base apenas na estimativa do parâmetro ρρ. Isso foi feito 
pela expansão de S como função  de ρρ e calculando o 
seu valor aproximado pela série de Taylor num ponto 
ρρ0. O valor inicial ρρ0, necessário ao processo iterativo 
de estimação dos parâmetros, foi estabelecido pela 
fórmula de sete pontos de Patterson (1956) para valores 
de X igualmente espaçados. A função  linearizada foi 
então identificada como um modelo de regressão linear 
múltipla: Y=a+bx1+cx2, em que x1 e x2 correspondem, 
respectivamente, aos intervalos de tempo em que b e c 
foram estimados; a, b, e c são estimativas dos 
parâmetros da curva. Uma vez estimados os valores de  
b e c, calcula-se ∆∆ρρ (∆∆ρρ =ρρ-ρρ0 = c/b) e verifica se o 
valor ∆∆ρρ é ou não desprezível (∆ρ= 0,075, por 
exemplo). Caso o valor de ∆∆ρρ não seja desprezível, 
reajusta-se a estimativa de ρρ, repetindo-se o processo, 
estimando novos valores para a, b e c, considerando o 
valor corrigido de ρρ0 como a estimativa preliminar; este 
processo foi repetido até que ∆∆ρρ fosse desprezível. 
Terminado o processo iterativo (∆ρ desprezível), 
tomaram-se as estimativas dos valores de αα, ββ e ρρ 
(função de Spillman) e realizaram-se as operações 
inversas para obtenção das estimativas dos parâmetros 
das funções Gompertz, Logística e Brody. Esses são os 
valores iniciais requeridos para uma convergência 
rápida, pelo método de Gauss-Newton, no ajustamento 
pelo processo de regressão não-linear.  

Conhecidos os valores iniciais e as derivadas 
parciais tomadas em relação aos parâmetros do modelo, 
usou-se o procedimento de regressão não-linear PROC 
NLIN do SAS (1990) para obter as estimativas dos 
parâmetros utilizando os dados médios e os dados 
individuais. No ajuste individual dos modelos de 
Brody, Logístico e Gompertz, utilizaram-se como 
valores iniciais as estimativas dos parâmetros 
obtidos no ajuste dos dados médios. Após o ajuste, 
observaram-se problemas de convergência no 
processo de estimação para 19 fêmeas, sendo essas 
eliminadas. Assim, a discussão do ajuste individual 

considerou as estimativas das 46 fêmeas cujos 
resultados apresentaram convergência para todos os 
modelos. Em seguida, os resíduos foram 
padronizados, analisados graficamente e submetidos ao 
teste de Durbin-Watson (Hoffmann e Vieira, 1987) para 
verificar a existência de autocorrelação de 1a ordem 
entre eles.  

Constatada a autocorrelação nos resíduos, as 
funções de Gompertz, Logística e Brody foram 
respectivamente expressas como modelos 
autorregressivos de primeira ordem, sob as formas:     
G = Yt=a exp[-bgexp(-cgt)]+ut,   L = Yt = L∞∞/[1+exp(-
bl-clt)]+ut,     B = Yt = ab[1-bbexp(-cbt)]+ut, em que ut 
tem estrutura ut=ρρut-1+εεt. Os valores εεt, conhecidos 
como "perturbações" ou "distúrbios", são variáveis 
aleatórias normais e independentes com E(εεt)=0; 
E(εεt

2)=σσεε
2;  E(εεtεεt-h)=0 e h≠≠0, -1≤≤ρρ≤≤1. Os dados foram 

então analisados pelo método dos quadrados mínimos 
generalizados, em modelo de regressão não-linear com 
erros autocorrelacionados  por meio de algoritmo 
escrito em linguagem Pascal. O algoritmo forneceu as 
estimativas de mínimos quadrados generalizados, 
juntamente com seus erros-padrão, coeficientes de 
determinação ajustados e coeficientes de autocorrelação 
residual. 

 
RESULTADOS E DISCUSSÃO 

 As estimativas dos parâmetros dos modelos 
Gompertz (G), Logístico (L) e Brody (B), ajustados 
ao crescimento de fêmeas Holandesas com os 
respectivos erros-padrão e intervalos de confiança 
assintóticos com 95% de confiança, (tα/2 = 2,160 
com v=13 graus de liberdade), estão apresentadas na 
Tabela 1 e os gráficos ilustrativos do aspecto 
geométrico das curvas de crescimento médias estão 
representados nas Figuras 1, 2 e 3. 

Como os dados utilizados neste estudo se 
referem a pesagens mensais de novilhas nas idades do 
nascimento aos 24 meses, as curvas ajustadas explicam 
o comportamento desses animais nessa faixa de idade, 
mostrando, como se observa nas Figuras 1, 2 e 3, 
linearidade no crescimento, pois esses ainda não 
atingiram a maturidade, não podendo, assim, ser 
estimado o peso adulto. Para os dados em questão, 
percebe-se a necessidade de serem tomadas medidas em 
idades superiores, conforme relatos de Ludwig, Silva e 
Oliveira (1981) e Brown, Brown e Butts (1972), que 
sugerem a necessidade de acompanhar  o 
desenvolvimento dos animais até a idade adulta, 
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aumentando-se o número de pesagens a fim de se obter 
estimativas mais precisas dos parâmetros dos modelos 
não-lineares. Apesar da linearidade observada nos 
dados em análise, os modelos de crescimento permitem 
previsões e interpretações dentro dessa faixa, o que é 
importante para o desenvolvimento de vacas sadias, 
precoces e boas produtoras de leite. Assim, é possível 
utilizar as estimativas da taxa de maturidade para 

identificar animais mais precoces dentro da faixa de 
idade estudada. 

 Fazendo o ajuste individual, foi possível 
detectar diferenças que não eram evidentes quando se 
fez o ajuste médio. No ajuste individual, percebeu-se 
que a função de Gompertz sobressaiu-se em relação às 
demais por apresentar maior porcentagem de 
convergência e estimativas de parâmetros mais 
condizentes com a 

TABELA 1 - Estimativa dos parâmetros dos modelos Gompertz, Logístico e Brody e seus respectivos erros-padrão 
e intervalos de confiança assintóticos (α = 0,05). 
 

Intervalo de confiança1 
Modelo Parâmetro Estimativa Erro-padrão 

LI LS 

 a 616,80 33,0076 545,55 688,14 

Gompertz b 2,3855 0,0724 2,2292 2,5418 

 c 0,0039 0,0003 0,0033 0,0045 

 L 369,75 51,01 259,56 479,94 

Logístico b 5,9640 0,9309 3,9531 7,9750 

 c 0,0088 0,0009 0,0067 0,0109 

 a 1486,80 139,82 1184,73 1788,87 

Brody b 0,9737 0,0017 0,9702 0,9770 

 c 0,0007 0,0001 0,0005 0,0010 

1 LI: Limite inferior, LS: Limite superior 
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FIGURA 1 - Representação gráfica dos pesos (kg) mensais de fêmeas Holandesas, em função da idade (dias) dos 

animais utilizando o modelo Gompertz. R 2
c =99.81%.  

 
                  
 

FIGURA 2 - Representação gráfica dos pesos (kg) mensais de fêmeas Holandesas, em função da idade (dias) dos 

animais utilizando o modelo Brody. R 2
c =99.95%. 
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FIGURA 3 - Representação gráfica dos pesos (kg) mensais de fêmeas Holandesas, em função da idade (dias) dos 

animais  utilizando o  modelo Logístico. R 2
c = 99.65%.  

realidade. As funções de Brody e Logística, além de 
apresentarem menor porcentagem de convergência, 
produziram, na maioria dos casos, estimativas com 
valores fora do espaço paramétrico. Foram comparadas 
as estimativas utilizando o ajuste das funções, 
trabalhando com a média das pesagens e das idades e 
com a média das estimativas individuais. Nesse caso, 
também ficou evidente o melhor comportamento da 
função de Gompertz, uma vez que os valores das 
estimativas obtidos pelas duas maneiras foram 
próximos. No caso das funções Logística e Brody, as 
diferenças entre as estimativas obtidas pelas duas 
maneiras foram mais expressivas. 

Observando a Figura 1 vê-se que o modelo 
Gompertz mostrou excelente qualidade de ajustamento 
com os dados médios em todas as idades, com ligeira 
subestimação entre 100 e 160 dias. Nas Figuras 2 e 3 
são mostrados os ajustes dos modelos Brody e Logística 
aos dados médios; apesar de o ajuste ser de boa 
qualidade, as estimativas dos parâmetros (Tabela1) 
apresentaram valores fora da realidade, dificultando a 
interpretação biológica, provavelmente por causa da 
linearidade dos dados, indicando a pouca utilidade 
desses modelos para ajuste nessa situação. É evidente 
que para a obtenção de melhores estimativas deveriam 
ser feitas mais pesagens em idades acima de 24 meses. 
Alguns fatores que podem estar influenciando também 
essa falta de coerência na interpretação biológica são: 
irregularidades nas pesagens dos animais ou número de 
pesagens e/ou animais insuficientes (Ludwig, Silva e 
Oliveira, 1981), gerando estimativas de parâmetros 
com valores irreais pela falta de uniformidade do 
crescimento.  

 Percebe-se pelas estimativas obtidas para o 
peso adulto(Tabela 1) que os modelos de Brody e 
Logístico apresentaram estimativas não coerentes com 
a realidade, com valores respectivamente de 1486,80 e 
369,75 kg. O modelo de Gompertz estimou o peso 
adulto com 95% de confiança no intervalo entre 545,55 
e 688,14 kg, intervalo esse que engloba as estimativas 
obtidas por Perotto, Cue e Lee (1992), ficando 
ligeiramente acima dos valores estimados por Perotto et 
al. (1997). A estimativa obtida para a taxa de 
maturidade (Tabela 1) foi maior que os valores 
encontrados por Perotto, Cue e Lee (1992) e por Perotto 
et al. (1997). 

 O estudo de autocorrelação dos erros pelo teste 
de Durbin-Watson revelou que o modelo Logístico foi o 
que apresentou maior autocorrelação, mostrando uma 
maior dependência entre as pesagens. 

 Os fatores que mais influenciaram os 
ajustamentos neste estudo foram o número de pesagens 
por animal e alterações mais fortes na taxa de 
crescimento, provocando estimativas menos precisas 
para os parâmetros. Além disso, o fato de os dados se 
referirem somente a novilhas não permitem 
interpretações sobre a vida adulta dos animais, mas sim 
sobre uma fase importante da vida de uma vaca de alta 
produção leiteira, o que possibilita a identificação de 
animais mais produtivos , que serão utilizados já na 
primeira cobrição.  

    
CONCLUSÕES 

Novilhas holandesas, sob boas condições de 
manejo, apresentam crescimento linear até 24 meses de 
idade. 

O modelo logístico Yi=369,75/[1+exp(-5,9640 - 
0,0088)],  R2

c = 99,65% apresentou boa qualidade de 
ajustamento e facilidade computacional, mas 
subestimou o peso assintótico. O modelo Brody 
Yi=1486,80[1-0,9737exp(-0,0007t)], R2

c = 99,95% 
mostrou excelente ajustamento da curva, simplicidade 
matemática e computacional, mas apresentou 
estimativa do peso assintótico com valor bem acima do 
convencional. Ambos os modelos apresentaram 
menores porcentagem de convergência nos ajustes 
individuais. 

O modelo Gompertz Yt=616,80exp[-2,3855exp(-
0,0039t)], R2

c = 99,81% apresentou excelente qualidade 
de ajustamento, maior porcentagem de convergência no 
ajuste individual e estimativa do peso assintótico mais 
condizente com a realidade. 
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